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Delyavskyy M., Rosinski K., Famulyak Yu. Metoda rozwigzywania dwuskladnikowych konsrukcji pltytowych

Przedstawiono oryginalna metode rozwiazywania zagadnien teorii cienkich ptyt ortotropowych na podtozu
sprezystym Winklera. W odréznieniu od metody elementow skonczonych zgodnie z opracowanym podej$ciem konstrukcje
ptytowa dzieli si¢ na duze czg§ci zwane elementami konstrukcyjnymi. Rozwiazania konstrukcji sprowadzono do
rozwigzania rGwnania rézniczkowego czastkowego czwartego rzedu.

Rozwiazanie podano w postaci sumy funkcji ksztattu ugigeia ptyty pomnozonych przez nieznane wspoétczynniki oraz
funkcji obciazeniowych. Wspolczynniki te sa stopniami swobody ugigcia ptyty. Ich liczba jest zawsze rowna liczbie
warunkow brzegowych zapisanych w oddzielnych weztach krawedzi. Podobnie otrzymano wyrazenia na przemieszczenia,
momenty, sity tnace iuogoélnione sily tnace, wyrazone przez wilasne funkcje ksztaltu ifunkcje obciazeniowe. Zbidr
otrzymanych zwiazkéw tworzy model obliczeniowy konstrukcji ptytowej. W procesie rozwigzania obciazenie zewngtrzne
podano w postaci podwojnych szeregdw trygonometrycznych. Metoda ta rozwinigta zostala wramach modelu
obliczeniowego i zaimplementowana w autorskim programie obliczeniowym, przy pomocy ktdrego otrzymano rozwiazania
ptyty dwusktadnikowej na podtozu winklerowskim. W celu utatwienia zapisu warunkow brzegowych wszystkie wyrazenia
podano w postaci macierzowej. Wiarygodno$¢ otrzymanych rezultatéw potwierdzono ich niesprzecznoscia i poréwnaniem
z rezultatami numerycznymi uzyskanymi w Systemie Lira; podano wykresy zmiany statycznych ikinematycznych
wielkosci w glownych przekrojach ptyty.

W odréznieniu od metody elementéw skonczonych opracowana metoda wykorzystuje znacznie mniej rownan do
rozwiazania konstrukcji ptytowych. Na skutek tego, ze rOwnania rownowagi sa spetniane $cisle, metoda wymaga znacznie
mniej weztow dla spetnienia warunkow brzegowych. Wezty rozmieszcezone sa tylko na brzegu ptyty.

Metoda zawiera: funkcje bazowe rzgdu zerowego i wyzszych rzgdow, wyrazenia na przemieszczenia, momenty i sity
tnace zwane funkcjami stanu.

Stowa kluczowe: Plyta ortotropowa, model obliczeniowy, podioze sprezyste Winklera, funkcji bazowe réznych
rzedow, funkcji ksztattu, funkcji obciazeniowe.

Hdensisebknii M., Pocincbkuii K., ®@amynsak 1O. Merog po3p’si3aHHs [JIBOKOMIOHEHTHHMX IJIMTHHX
KOHCTPYKUii

Po3pobieHo MeTon po3paxyHKy TOHKHMX CKIIQJICHUX OPTOTPOIOBHX IUIMT Ha HpYXHil ocHOBi Binkiepa. 3rinHo i3
3aIIPOIIOHOBAaHUM METOAOM, KOXHA YacTHHA IUIUTH (MaKpOEIEMEHT) PO3IIIAAAEThCs OKpeMo. OTpUMaHO BUPa3K Ha NMPOTHH
MIKpOEJIEMEHTA, TaHI'€HILiabHI IepeMillleHHsl, MOMEHTH, IONEPEYHi CHIM 1 y3arajbHeHi nonepeuHi cuiu. KoxeH Bupas
Ha3BaHO (yHKUIAMU cTaHy. 30ip GYHKLIN cTaHy OIMCYe HanpyXeHo-IepopMoBaHui cTaH miMTH. KoxkHa QyHKIiS cTaHy
[IPE/ICTaBJIEHA SIK CyMa CHJIOBOI (DYHKIT 1 KOOpAMHATHOI (DYHKIIi{, IOMHOXEHOI Ha HEB1IOMi KOe(illi€HTH, SIKi € CTYIEHIMHU
BUTBHOCTI MPOrMHY IUTMTH. IXHA 3arajbHa KilbKiCTh 3aBAKIM JOPIiBHIOE KUTBKOCTI KPA€BMX yMOB, 3alTHCAHMX B OKPEMHUX
TOYKAaX Ha KOHTYpI IUIUTU. Y KOXKHIM TOULl 3amucyeThes MO AB1 kpaeBi yMoBU. CHIIOBI (QyHKUII TaKOX MICTSATh HEBIAOMI
napaMeTpy 1HIIOro BUAY, 33 JIOIIOMOI'OI0 SIKUX BUKOHYIOThCS YMOBU PIBHOBaru Ha nosepxHi IinTu. Koopaunathi ¢yHKLil
BUpaxKeHi depe3 0a30Bi1 GYHKLIT PI3HUX MOPSAKIB: NPOrMH — (YHKLIEIO HYIbOBOIO MOPSIKY, HEPEMIIEHHS — MEPLIOro,
MOMEHTH — IPYTOro, a MONEPEeyHi CHIIM Ta y3arajbHEeHi IONePeUHi CHIU — QYHKIII€I0 TPETHOTO MOPSIKY.

3 MeTor0 e(h)eKTUBHOI'O MOJIETIIOBAHHS KPaeBUX YMOB yci QyHKILIT CTaHy 3amicaHo B MaTpU4Hil GopMi.

Sk mpuKIan, OTPUMAHO PO3B’SI30K JABOKOMIIOHEHTHOI IUIMTH, CKJIAAEHOI 3 JBOX MPSIMOKYTHUX OPTOTPONHUX ILIMT,
i7leaJIbHO 3’ €IHAHUX MiXk c00010. JIJ1s1 KOXKHOT ITUTH BBOAUTHCSA OKpeMa (JIOKaJlbHA) CUCTEMa KOOpAUHAT. YacTuHa KOHTYPY
IUIUTH BUIBHO ONEpTa, iHIIa — He3akpilvieHa. Jlo KOXKHOI IUIMTH NPUKIAZEHO OKPEME HaBaHTAXKEHHS. [ KOXKHOI IITUTH
Oynyr0ThCsl He3aIeXKHI KOOPIMHATHI MAaTPHLl 1 CHIIOBI BEKTOPH HaBaHTAXEHHS.
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Poznin 1

Ha cninbHOMY Kparo JBOX IUIMT 3alIMCYIOTHCS YMOBH 17€aJIbHOIO MEXAHIYHOI'O KOHTAaKTYy 1 B Pe3yJbTaTi OTPUMAHO
CKJIaJICHY MaTPUII0 KPAaEBUX YMOB 1 CKJIaJIeHUH BeKTOp HaBaHTaxkeHHs. 1100 oTpuMaTH CKiajgeHi MaTpulli 1 BEKTOpH Ha
30BHILIHIX KpasX IUIMTH, JOAATKOBO BBOJSTHCS HYJIbOBI MaTpulli 1 HyJIbOBI BEKTOpM HaBaHTakeHHs. IIpencraBieHo
rpadiky 3MiHM IPOTMHY, NEPEMIlleHb I MOMEHTIB Y TOJOBHMX IepepizaX KOHCTPYKLIi, SIKi UTIOCTPYIOTh €(pEKTHUBHICTh
3aIIPOIIOHOBAHOI0 METOY.

Kiro4oBi cjioBa: opToTponHa IUIMTa, PO3PaXyHKOBAa MOJENb, NPYXKHa OcHOBa BiHkinepa, 6a3oBi QyHKLII pi3HUX
HopsAAKiB, GyHKUIT hopmu, GYyKLIT HAaBaHTa>KEHHSL.

Deliavskyi M., Rosinskyi K., Famuliak Yu. Method of solving two-component slab structures

One has developed a method for calculating thin composite orthotropic decks based on Winkler elastic foundation.
Concerning the proposed method, each part of the deck (macroelement) is considered separately. Expressions on the
deflection of the microelement, tangential displacements, moments, transverse forces and generalized transverse forces are
obtained. Each expression is called a state function. The collection of state functions describes the stress-deformed state of
the deck. Each state function is represented as the sum of the force function and the coordinate function multiplied by
unknown coefficients, which are the degrees of freedom of deck deflection. Their total number is always equal to the
number of boundary conditions recorded at individual points on the contour of the deck. At each point, two boundary
conditions are defined. The force functions also contain unknown parameters of another kind by which the equilibrium
conditions on the deck surface are satisfied. Coordinate functions are expressed using basic functions of different orders:
deflection — a function of zero order, displacement — the first one, moments — the second one, and transverse forces and
generalized transverse forces — a function of the third order.

All state functions are defined in matrix form in order to effectively model the boundary conditions.

As an example, the solution of a two-component deck composed of two rectangular orthotropic decks perfectly
connected to each other is obtained. A separate (local) coordinate system is introduced for each deck. Part of the contour of
the deck is loosely supported, the other is not fixed. A separate load is applied to each deck. Independent coordinate
matrices and force load vectors are constructed for each deck.

One records the conditions of ideal mechanical contact on the common edge of the two decks, and as a result one
obtains a composite matrix of boundary conditions and a composite load vector. Zero matrices and zero load vectors are
additionally introduced so as to obtain composite matrices and vectors on the outer edges of the deck. Graphs of changes in
deflection, displacements and moments in the main sections of the structure are presented, which illustrate the effectiveness
of the proposed method.

Key words: orthotropic deck, calculation model, Winkler elastic foundation, basic functions of different orders,
shape functions, load functions.

Wstep. W ostatnich latach opracowano wiele Material podstawowy. W monografii [10]
metod swobodnych od niedostatkow klasycznych — opracowano model atematyczny plyty ortotropowej na
metod numerycznych, nazwane metodami anali- Podtozu sprezystym Winklera.

tycznie — numerycznymi. W tej grupie cze¢$§¢ rownan w=R_ W,  +w,v=1+4 p=1+8& k=1+0.(1)
teorii plyt rozwiazuje si sposob analityczny,
th Z\jvratzuj © WsP yeEny U, :Rvp/\va/\'Jrul*’ u, :Rvka:/pk+u2*’ (2)
a pozostala czg§¢ przy pomocy procedur nume-
rycznych. Oddzielng grupg tworza metody bezsiat- M, =R, X, +M,., My=R,Y,, +M,.,(3)
kowe do ktorej nalezy opracowana metoda. 0,=R,T  +0. 0,=R G, +G, (4)
PRV Pk *3 pk v pk * 9

K :Rvpkapk+K*’ V; :Rvp/\'val\'JrV;*’ (5)

Analiza ostatnich badan i publikacji. W
chwili obecnej ogélnie przyjeta metoda rozwia- tutaj w jest ugigciem plyty, u; 1 u, sa to
zywania konstrukcji ptytowych na podtozu sprezys- —Przemieszczenia poziome, M;;, M — momenty
zginajace i skrecajace, Q; 1 O, sity tnace, a V; 1V, —
ogolnione sity tnace.

W podanych powyzej wzorach funkcji W, Q, V
i td. nazwane funkcjami ksztaltu ugigcia, pzemi-
eszczen poziomych, momentdw i sit tnacych a wiel-
kosci z (*) funkcjami obcigzeniowymi odpowiednich
towych nazwana metodg elementow konstrukcyjnych  wielkosci.

tym jest metoda elementow skonczonych (MES) [2].
Rozrézniaja dwa rodzaje podloza: poditoze analogowe
[1; 3-6] i przestrzen sprezysta [7; 8]. Ich analiza
podana w artykule [9]. W danym artykule zapropo-
nowano inng metodg rozwigzywania konstrukcji ply-

(MEK) [10]. Wymienione metody rdznia si¢ miedzy Podstawa modelu sa funkcji bazowe rzedu
soba: sposobem dyskretyzacji konstrukcji, podejsciem  zerowego, okre$lajace ugiecie plyty.
4 . . bl b ; .

o rozwiazywania problemu, sposo’em rozw1a(ze}n¥a . cosh(al[;,]xl)cos( ﬁl[ll\']xl)
konstrukcji, sposobem wyboru weztow, dokladno$cia Fy(x)= 5 ;
rozwiazywania. eXp (O‘M 4 )
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AHaniTryHi Ta YMCI0Bi MeToAM B MeXaHili Ta ¢isuLi pyliHyBaHHA Oy/iBebHUX MaTepiaiB i KOHCTPYKLiH

cosh (ozl[l,]x1 )sin ( H,]xl )

(%)= oxp(alla)
sinh (ozl[A]x1 ) cos (ﬁl[li]xl ) .
FS (%)= exp(alla ) ;
R ()= Si“h(“‘[l']x‘)s[?(ﬁl[yxl) -
exp (am a )

Przemieszczenia poziome wyrazone sa przez
funkcji bazowe rzedu pierwszego, momenty — przez
funkcji bazowe rzedu drugiego, a sily tnace i uogdlnione
sity tnace — prze funkcji bazowe rzedu trzeciego.

Kazda funkcja bazowa rzedu wyzszego okresla
si¢ przez funkcji bazowe rzgdu nizszego. W celu
ulatwienia zapisu warunkow brzegowych otrzymane
wyrazenia zapisujemy w postaci macierzowej [10].

w:[ 7] ]{ (R} +W

} —[[Vﬂ{ R}

{
]
o =([T1} R}} +T", 0, =[[G]]{{R}}+G",
h=IKTJHRY + &
v=[[H]J{R +H ™
Jako przyktad rozwazmy ptyte dwusktadnikowa
ztozong z dwoch ptyt ortotropowych prostokatnych o

jednakowej grubosci A=0.2m 1 szerokosci a, z
réznymi wlasno$ciami mechanicznymi (rys. 1).

2

) @

o T

Rys. 1. Plyta prostokqtna ztozona z dwoch
makroelementow.

Dla kaZdej piyty wprowadzamy lokalny uktad
wspotrzednych x x2 M k=1,2 oraz numeracj¢ plyty
i krawedzi  jak pokazano na rysunku 1. Linii
punktowe oznaczaja krawedzi swobodnie podparte,
linii nie punktowe — krawedzi swobodne.

Wymiary kazdej plyty wybrane odpowiednio
2a" =4m, 24" =4m, 2a” =6m, 24" =4m . Kazdy

element konstrukcji znajduje si¢ pod obciazeniem

13

statym ¢ =100k H/m* , ¢» =200k H/m* . Wskaz-
nik gorny jest numerem plyty. Zapiszmy warunki
brzegowe na krawedziach ptyty.

Na krawedzi wspolnej:

W (al(l),xg) ) e (_a1(2),x§2));

M () )= M (a2, )
L)L
0" (a",x") =0 (-a, ).

Na krawedzi swobodnie podpartej 1:
w(l)( al(),x2 ) 0; M ( f>,x§‘>):0. )
Na krawedzi swobodnie podpartej 6:
W (a1<2>,x§2> ) =0; M (a1<2>,x§2> ) -0. (10)
Na krawedzi swobodnie podpartej 4:
w(l)(xl(l),—agl))=0; Mg)(xl(l),—agl))=0. (11)
Na krawedzi swobodnie podpartej 5:
W =020 MY ()0
Na krawedzi swobodnie podpartej 4:
w<‘>(xf‘>,—a§‘>)=0; V2<1>(x1<1> —ag‘))=0. (13)
Na krawedzi swobodnej 2:
w? (xl(z),— af)) =0; Vz(z) (xl(z),— af)) =0. (14

Obliczenia numeryczne wykonano dla takich
charakterystyk materiatu: beton marki B15, modut
Youngg i wspotczynnik Poissona ktdrego wynosza odpo-
wiednio E, =2.3-10° MN/m’> , v, =0.2, modut Youn-
ge pretow stalowych rowna sig E, =2-10° MN/m?*,
zawarto$¢ objetosciowa pretOw w  pierwszej plycie
sie 0'=0.1%, ptycie
u® =0.5%. Odlegloé¢ preta od dolnej powierzchni

ptyty jest 0.03m. Do obliczeh numerycznych
wybrano taki warto$ci zastgpcze sztywno$cia ptyty
D) =D.) =1.6-10" H/m* ; D =D =1.7-10" H/m" ;

DY) =32-10° H/m*; DS =3.4-10° H/m*;

DY =6.4-10°H/m*; D =6.8-10° H/m*; (15)
ktore zostaly okreslone przy pomocy wzoréw Hubera
[11].

Do obliczen wybrano 28 punktow weztowych
(przy obliczeniach MEK) i odpowiednio 1071 wezet
oraz 1000 elementéw skonczonych przy obliczeniach
(MES). Przy rozwigzaniu konstrukcji MEK na
kazdym brzegu plyty wybrano po cztery punkty
weztowe. Na krawedziach zewngtrznych w kazdym
punkcie mamy do wykonania po dwa warunki

roéwna w drugiej



Poznin 1

brzegowe, na krawedzi wspolnej 3 — po cztery wa-
runki. Ogoélna liczba warunkéw brzegowych réwna
si¢ 64. Wspoodtczynnik sztywnosci podtoza wybrano
jako K, =5-10"N/m’ .

Dla rozwazanej plyty dwuskladnikowej
budujemy zlozone macierze ksztaltu oraz zlozone
funkcji obciazeniowe. Oznaczmy przez Z(x,x,)
warto$¢ statyczna (momenty i sily tnace) lub kine-
matyczna (ugigecie 1 przemieszczenia poziome) i
zapiszemy ja w postaci macierzowe;j

Z(x,x,)=[Z}{R}+ Z.(x,,x,).  (16)

Zapiszmy najpierw warunek ciaglosci tej
wielkosci na wspolnej krawedzi 3.

Z0(a) a0) =2 (a2 (17)

Przepiszmy ten warunek w postaci macierzowej
[Z<‘>(af‘),x§‘)ﬂ R+ {ng (af‘) 0

-
_ |:Z(2) (_al(z)’xgz))J{R}(z)Jr {Ziz) (_al(z)’xgz))}‘ (18)
Lub
1 1 1 2 2 2 {R}(l)
T

(2)

2

{20 (a2}~ {22 (a7 )} =o0.

Wprowadzamy nowe oznaczenia

2] =[[ 20 )] [2° (-af.52)] ] 20

Z.(x)], = {2 (@)} {2 (a7 21

Ktore nazwijmy zlozonym wektorem niez-
nanych parametrow uktadu oraz zlozona macierza
ksztattu i ztozong funkcja obciazeniowa na krawedzi
3. W terminach wprowadzonych funkcji warunek (20)
zapisujemy w postaci:

[ 2(x)| J(R}+{z.(x,),} =0.

Zatdézmy teraz, ze na krawedzi zewngtrznej na

przyktad A=

1

(22)

1 . . . , .
af)zadane jest znaczenie wielkoSci

Z(l)(al,xz)zzg)(al,xz). Zapiszmy ten warunek w

(o)} -

postaci macierzowej

[Zm(ap),xgwﬂ{R}(l)Jr{Zg) M0

a; . X,

14

=[OJ{R}"”+{O}={Z (a,.x,)}. (23)
I przepisujemy ten warunek tak:
[Z(x2)|l]{R}+{Z*(x2)|l}:0. (24)
Gdzie
[2(e)]| =([2" (a2 o)) 29)
[zm (af”,xg”)J{R}(% {zi‘) (", )} -
=[0){R}+{0}={Z)(a.x.)}  (26)

U

a5

s X

(2. (u )}, = ({27 (a"a0") - {0} -20 (a )} ) 27)
Na rysunku 2 podano wykres ugigcia ptyty na linii
styku dwoch elementéw  konstrukcyjnych (przekrdj
x,=4); a na rysunku 3 — ugigcia pltyty w przekroju
srodkowym ( x, =0). Wykresy uzyskane przy pomocy
MEK podane dla pierwszej ptyty linia ciagta (oznaczenia
MEK28 (1) a dla drugiej plyty linia przerwana
(oznaczenia MEK28 (2) ). Linia punktowa dotyczy
wynikéw uzyskanych metoda elementéw skoficzonych
(MES). Liczba 28 oznacza ilo$¢ punktow weztowych na
brzegu elementu konstrukcyjnego.

0.0002 1 %i
0.0007 -
0.0012 -
0.0017 -
. 00022 |
.....,_9;0027 1
0.0037
0.0037 -
— MEK 28 (1) — - MEK 28_(2) - MES 1071
Rys. 2.Ugiecie plyty
na linii styku dwoch plyt (xl = 4).
0 2 4 6 8 10
0.000 4 : : ‘ : 1
0.001
0.002
0.003
0.004
w
—MEK28 e MES 1071

Rys. 3. Przekroj powierzchni
ugiecia plyty plaszczyzng ( X, = 0).
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20 * M11,*103

— MEK 28_(1) — -MEK 28_(2)
----- MES 1071_(1)  =---MES 1071_(2)

Rys. 4. Wykresy zmiany momentu M, .

10 5
0
10 7
20 +
30 +
40 Wi, 1013
—MEK28 - MES 1071
Rys. 5. Wykresy zmiany momentu M
w przekroju (x2 = 0).
0 2 4 6 8 10
0.000 1 : : z : —
0.001
0.002
0.003
0.004
W
—MEK28 s MES 1071

Rys. 6. Przekroj powierzchni ugiecia
plaszczyzng ( X, = 0).

-0.0003 T+

u1
—MEK 28_(1) — -MEK 28_(2) -+~ MES 1071

Rys. 7. Wykres zamiany przemieszczen u,
na linii styku dwoch piyt.
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Na rysunku 5 podane wykresy zmiany momen-
tuw przekroju srodkowym M, (x, =0).

Na rys.4 — podano wykresy zmiany momentu
zginajacego M, na linii styku dwoch elementéw kons-

trukcyjnych uzyskane metoda elementow konst-
rukcyjnych oraz elementéw skonczonych. Wartosci
momentu uzyskane réznymi metodami roéznig si¢ istot-
nie. Oprdcz tego na brzegu swobodnie podpartym war-
to$¢ momentu nie spetnia zerowy warunek brzegowy.

Whioski kencowe. Opracowano analitycznie —
numeryczng metode rozwiazywania cienkiej dwus-
ktadnikowej plyty ortotropowej na podtozu spre-
zystym Winklera.

1. Otrzymano podstawowe wyrazenia na
ugiecie, przemieszczenia poziome, momenty i sity
tnace wyrazone przez wlasne funkcji ksztattu i funkeji
obcigzeniowe.

2. W celu utatwienia zapisu warunkéw brze-
gowych wszystkie wyrazenia podano w postaci ma-
cierzowe;.

3. Warunki brzegowe zapisane w oddziel-
nych punktach na brzegu ptyty nazwanych weztami
krawedziowymi.

4. Podano wykresy zmiany statycznych i
kinematycznych wielko$ci w glownych przekrojach

plyty.
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